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СПЕКТРАЛЬНЫЕ РАЗЛОЖЕНИЯ ОБРАТНЫХ МАТРИЦ ГРАМИАНОВ

И ЭНЕРГЕТИЧЕСКИХ МЕТРИК НЕПРЕРЫВНЫХ

ДИНАМИЧЕСКИХ СИСТЕМ

Разработаны новые алгоритмы поэлементного вычисления матриц пря-
мых и обратных грамианов для устойчивых непрерывных линейных
MIMO LTI систем на основе спектральных разложений грамианов в фор-
ме произведений Адамара. Показано, что матрицы мультипликаторов в
произведении Адамара являются инвариантами при различных канони-
ческих преобразованиях линейных непрерывных систем. Получены так-
же спектральные разложения обратных матриц грамианов непрерывных
динамических систем по спектрам самих матриц грамианов и исход-
ных матриц динамики. Исследованы свойства матриц мультипликаторов
в спектральных разложениях грамианов. С помощью этих результатов
получены спектральные разложения следующих энергетических метрик:
объемов эллипсоидов притяжения, следов матрицы прямого и обратного
грамианов управляемости, входной и выходной энергии системы индек-
сов центральности энергетических метрик управляемости, средней ми-
нимальной энергии. Даны рекомендации по использованию полученных
результатов.
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1. Введение

Матрицы грамианов являются решениями уравнений Ляпунова и Силь-
вестра специального вида, которые в настоящее время достаточно хорошо
изучены [1–7]. Хотя теория управления предлагает математические инстру-
менты для управления техническими и природными системами, научные ос-
новы управления сложными кибер-физическими системами еще недостаточ-
но разработаны. В работе [8] предложены аналитические инструменты для
изучения управляемости произвольной сложной направленной сети на основе
оптимального выбора управляющих узлов сети, которые могут эффективно
управлять всей динамикой системы. Применение этих инструментов к реаль-
ным сетям обнаружило, что количество управляющих узлов определяется в
основном распределением узлов сети. Теория управления является матема-
тически продвинутой отраслью техники, имеющей многочисленные прило-
жения к электрическим системам, производственным процессам, системам
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связи, самолетам, космическим аппаратам. Однако фундаментальные вопро-
сы, касающиеся управляемости сложных систем, возникающие в природе и
технике, до сих пор не решены в полной мере. Используя метрику управ-
ляемости, определяемую долей эффективно управляющих узлов сети в их
минимальном наборе, необходимом для полной управляемости, в [9] показа-
но, что разреженные неоднородные сети обладают плохой управляемостью,
в то время как плотные однородные сети по сравнению с ними обладают
лучшей управляемостью. Преобразование уравнений состояния в канониче-
ские формы управляемости и наблюдаемости позволяет упростить решение
уравнений Ляпунова и исследовать структурные свойства управляемости и
наблюдаемости [9–12]. Важная задача оптимального размещения датчиков
и исполнительных устройств на основе различных энергетических функцио-
налов, в том числе инвариантных эллипсоидов, рассматривалась в [13–16].
В [10] сформулирован общий подход к решению задачи оптимального раз-
мещения датчиков и исполнительных механизмов для многосвязных систем
управления, который основан на декомпозиции системы на устойчивую и
неустойчивую подсистемы. Степень управляемости системы определяется на
основе энергетических метрик, основанных на использовании конечных и
бесконечных грамианов управляемости. Предложен общий метод вычисле-
ния обратного грамиана управляемости для уравнений состояния, заданных
в канонических формах управляемости. В [13] предложен метод оптималь-
ного размещения виртуальной инерции на графе энергетической системы,
основанный на использовании энергетических метрик когерентности генера-
торов и квадрата H2-нормы оператора системы, заданной стандартной дина-
мической моделью в пространстве состояний. Проблема формализована как
задача невыпуклой оптимизации с ограничениями в виде значений грамиа-
нов наблюдаемости. Хорошо известно, что задачи управления с минималь-
ной энергией также решаются с использованием грамианов. За последние
годы эти подходы были развиты для сложных энергетических, социальных,
транспортных и биологических сетей в [17–21]. В [19] показано, что во мно-
гих случаях, чем ближе собственные числа матрицы динамики к мнимой оси,
тем меньше энергии требуется для обеспечения полной управляемости сети.
Таким образом, степень управляемости (достижимости) сети связана с ми-
нимальной энергией, что позволяет ввести в рассмотрение новые метрики
в виде минимального собственного числа грамиана управляемости и мак-
симального числа его обратного грамиана, а также следов этих грамианов.
В электроэнергетике вставки постоянного тока используются для демпфиро-
вания опасных низкочастотных колебаний. Использование метода грамианов
для оптимального размещения вставок постоянного тока в полномасштабной
модели электроэнергетической системы Европы позволило успешно решить
проблему глобальной оптимизации размещения вставок постоянного тока на
графе модели системы.
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2. Постановка задачи

В дальнейшем будем рассматривать ориентированный граф G, образован-
ный множеством узлов E и множеством ребер Q. Хорошо известно, что для
описания модели графа можно использовать линейную динамическую модель
графа со стандартным описанием в виде (A,B,C) представления в простран-
стве состояний. В качестве такой модели рассмотрим устойчивую непрерыв-
ную стационарную MIMO LTI линейную стационарную непрерывную дина-
мическую систему с многими входами и многими выходами вида

ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t), y(t) = Cx(t), x(0) = 0,(2.1)

где x(t) ∈ Rn, u(t) ∈ Rm, y(t) ∈ Rm.

Большие динамические сети можно описать уравнениями вида (1), в кото-
рых A – матрица Лапласиана, B – матрица управляющих входов, C – матри-
ца измеряемых выходов, причем порядок матрицы динамики графа является
достаточно большим положительным числом [19]. Уравнение Ляпунова для
вычисления грамиана управляемости системы (2.1) имеет вид

AP c + P cAT = −BBT.(2.2)

Каждый исполнительный механизм в реальной системе ограничен по энергии
управления, поэтому важный класс метрик управляемости имеет дело с коли-
чеством входной энергии, необходимой для достижения заданного состояния
из исходного состояния. В частности, можем поставить следующую задачу
оптимального управления с минимальной энергией, которая приведет систе-
му из исходного состояния в конечное состояние xf в момент времени t [10]:

minimize
u(t)∈L2

T∫

0

‖u (τ)‖2dτ,(2.3)

ẋ (t) = Ax (t) +Bu (t) ,

x (0) = 0, x (t) = xf .

Для получения решения могут быть использованы стандартные методы тео-
рии оптимального управления. Если система управляема, то оптимальный
вход u(τ)∗ имеет вид

u(τ)∗ = BTeA
T(τ−t)




T∫

0

eAσBBTeA
T

dσ




−1

xf , 0 6 τ 6 t.

Оптимальный минимум энергии по входу равен

T∫

0

‖u (τ)‖2dτ = xTf




T∫

0

eAσBBTeA
T

dσ




−1

xf .(2.4)
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Средняя минимальная энергия определяется выражением [19]

Eavmin =
1

n
trP−1

c =

∫

‖x‖=1

xTPc(t)xdx

∫

‖x‖=1

dx
.

Матрица

Pc (t) =

T∫

0

eAσBBTeA
T

dσ(2.5)

называется конечным грамианом управляемости в момент времени t. Гра-
миан управляемости Pc (t) в большинстве случаев является положитель-
ной полуопределенной матрицей. Он определяет эллипсоид в пространстве
состояний

Emin =
{
x ∈ Rn

∣∣∣xTPc (t)
−1x 6 1

}
,

который содержит множество состояний, достижимых за t секунд. Собствен-
ные векторы и соответствующие собственные значения матрицы Pc (t)

−1

определяют длины соответствующих полуосей эллипсоида [6].

Опр е д е л е н и е 1. Назовем матрицей Сяо псевдоганкелеву квадратную
матрицу, имеющую структуру нулевого пледа вида [9]

Y =




y1 0 −y2 0 y3

0 y2 0 −y3 0

−y2 0 y3 0 . . .

0 −y3 0 . . . 0

y3 0 . . . 0 yn



, yi ∈ C, i = 1, n.

Элементы матрицы вычисляются по формулам

yjη =

{
0, если j + η = 2k + 1, k = 1, 2 . . . , n;

(−1)
j−η
2 yn, если j + η = 2k, k = 1, 2 . . . , n.

Рассмотрим важный частный случай непрерывных линейных стационар-
ных SISO (с одним входом и одним выходом) LTI систем, представленных
уравнениями состояния в канонических формах управляемости и наблюдае-
мости. В этом случае грамианы управляемости и наблюдаемости определя-
ются формулами [20]

P cF =

n∑

k=1

n−1∑

η=0

n−1∑

j=0

s
j
k(−sk)

η

Ṅ (sk)N (−sk)
1j+1η+1,(2.6)

P oF =
n∑

k=1

n−1∑

η=0

n−1∑

j=0

s
j
k(−sk)

η

Ṅ (sk)N (−sk)
1j+1η+1,(2.7)

где N (s) – характеристический полином системы.
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Представление грамианов в форме Адамара согласно формулам (2.6)–(2.7)
принимает вид

P cF = ΩсF ◦Ψс, Ψс =
n−1∑

η=0

n−1∑

j=0

1j+1η+1,

P oF = ΩoF ◦Ψo, Ψo =

n−1∑

η=0

n−1∑

j=0

1j+1η+1.

Отсюда вытекают тождества

P cF ≡ ΩсF =
n∑

k=1

n−1∑

η=0

n−1∑

j=0

s
j
k(−sk)

η

Ṅ (sk)N (−sk)
1j+1η+1,(2.8)

P oF ≡ ΩoF = ΩсF .

Матрицы ΩсF , ΩoF являются матрицами Сяо [20]. Запишем их в форме

ΩсF = ω (n, sk, j, η) 1j+1η+1,

ω (n, sk, j, η) =
n−1∑

η=0

n−1∑

j=0

s
j
k(−sk)

η

Ṅ (sk)N (−sk)
, j, η = 0, n − 1.

Заметим, что j+1, η+1 являются номерами строк и столбцов матрицы Сяо.
Функция ω(n, sk, j, η) является скалярным мультипликатором и инвариантом
при различных преобразованиях подобия [7]. Рассмотрим далее динамиче-
скую сеть, описываемую уравнениями состояния графа вида (2.1) и опреде-
лим матрицу V в виде

V =
[
e1 . . . ei . . . en

]
,

где ei – единичный вектор в Rn, i – номер узла графа. Следуя [21], определим
индекс центральности энергетической метрики управляемости узла графа в
форме

JCEi
= tr (Pci) ,

где Pci – бесконечный грамиан управляемости узла графа, определяемый в
виде решений следующих модальных уравнений Ляпунова

APci + PciA
T = −eie

T
i .

Вследствие линейности уравнений Ляпунова справедливо равенство

JCE =
n∑

i=1

JCEi
.

Это уравнение определяет индекс центральности энергетических метрик гра-
фа. Обобщая эти результаты для случая непрерывных MIMO LTI систем,
можно ввести аналогичный индекс центральности энергетических метрик
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управляемости отдельных мод этих систем для случая устойчивых полностью
управляемых и наблюдаемых систем с простым спектром матрицы динамики

JCEi
= tr (Pci) ,

где i – номер отдельного собственного числа матрицы динамики. Обосно-
вание подобного подхода состоит в том, что любая линейная непрерывных
MIMO LTI систем может быть представлена в виде графа, узлы которого
соответствуют отдельным собственным числам. Как показано в [10] справед-
лива формула

Pci = ei




∞∫

0

eAσBBTeA
∗σdσ


 eTi = eiQ (0,∞) eTi ,

где Q (0,∞) – бесконечный грамиан управляемости.

В [10] показано, что матрица Q (0,∞) является матрицей Сяо, которая при
сделанных в ней предположениях является инвариантом при любых невы-
рожденных преобразованиях координат и положительно-определенной мат-
рицей. Заметим, что грамианы управляемости играют центральную роль при
формировании инвариантных эллипсоидов притяжения. Рассмотрим далее
цели исследования для решения некоторых задач оценивания состояния и
управления. Первой целью статьи будет получение спектральных разложе-
ний обратных матриц грамианов непрерывных динамических систем по спек-
трам самих обратных матриц и исходных матриц динамики. Другой целью
настоящей статьи является получение спектральных разложений следующих
энергетических метрик [6, 8–19]:

1. Объема эллипсоидов притяжения Volǫx,Volǫy. Эта метрика характери-
зует объем подмножества пространства состояний, достижимого из начала
координат при фиксированном количестве энергии управления, являющейся
функцией определителя грамиана управляемости.

2. Следов матрицы грамиана управляемости trPc. Эта метрика харак-
теризует меру энергии, которая обратно пропорциональна средней энергии,
необходимой для управления системой в различных направлениях простран-
ства состояний.

3. Следов обратной матрицы грамиана управляемости trPc
−1. Эта метри-

ка характеризует меру энергии, которая пропорциональна средней энергии,
необходимой для управления системой в различных направлениях простран-
ства состояний.

4. Входной и выходной энергии системы Ein, Eout.

5. Индексов центральности энергетических метрик управляемости си-
стемы отдельных мод непрерывных многосвязных стационарных систем
JCE,JCEi

.

6. Средней минимальной энергии Eavmin.

85



3. Сепарабельные спектральные разложения инверсных грамианов

непрерывных MIMO LTI систем в форме обобщенных матриц Сяо

Следующие два метода определения спектральных разложений обратной
матрицы грамианов управляемости будут предложены ниже.

Первый метод. Сепарабельные спектральные разложения инверсных гра-
мианов непрерывных MIMO LTI систем (2.1) основаны на разложении ре-
зольвенты матрицы грамиана управляемости в ряд Фаддеева–Леверье и вы-
числении нулевого члена этого разложения. Разложение резольвенты имеет
вид [22, 23]

(Is− Pc)
−1 =

n−1∑
j=0

Rj+1s
j

N(s)
.(3.1)

Примем N(s) = sn + pn−1s
n−1 + . . . p1s+ p0, j = 1, 2, . . . , n. Обозначим че-

рез λk корни характеристического уравнения. Матрицы Фаддеева Rj и коэф-
фициенты характеристического уравнения грамиана определяют с помощью
следующего алгоритма

«1-й» шаг: pn = 1, Rn = I, Ri =

n∑

j=i

pjP
j−i
c , i = 1, 2, . . . , n.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

«k-й» шаг: pn−k =−
1

k
tr (PcRn−k+1), Rn−k = pn−kI+PcRn−k+1, k=1, 2, . . . , n.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

«n-й» шаг: p0 = −
1

n
tr (PcR1) , R0 = p0I + PcR1 = 0.

Положив s = 0 получим [24]

P−1
c = −p−1

0 R1 = p−1
0 − p1I − p2Pc − . . .−Pn−1

c .(3.2)

Таким образом, с помощью спектрального разложения резольвенты матрицы
грамиана управляемости получена формула вычисления обратной матрицы
грамиана. Заметим, что при этом не только вычислена обратная матрица
грамиана, но и все коэффициенты характеристического полинома грамиана,
что позволяет вычислить все собственные числа матрицы грамиана. Кроме
того, для простого спектра матрицы грамиана получим формулу, представ-
ляющую спектральное разложение обратного грамиана по спектру матрицы
грамиана

P−1
c =

n∑
λ=1

n−1∑
j=0

Pc,jσ
j
λ

Ṅc(σλ)

1

σλ
,

где Pc – матрица грамиана управляемости, Pc,j – матрица Фаддеева в разло-
жении резольвенты грамиана, σλ – собственное число матрицы грамиана Pc.
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Второй метод. Из (3.2) видно, что обратную матрицу образует сумма неот-
рицательных степеней грамиана. Из этого наблюдения вытекает следующий
результат.

Лемма 1. Рассмотрим устойчивую непрерывную стационарную линей-
ную динамическую систему MIMO LTI с простым спектром с многими вхо-
дами и многими выходами в виде (2.1). Предположим, что система (2.1)
устойчива, матрицы A, BBT являются вещественными, матрица A име-
ет простой спектр, собственные числа sk, sρ различны. Грамиан управляе-
мости имеет в соответствии с [24] структуру матрицы Сяо для четных n

в виде

Pc =




p11 0 −p22 . . . 0
0 p22 . . . 0 . . .

−p22 . . . . . . . . . −pn−1n−1

. . . 0 . . . pn−1n−1 0
0 . . . −pn−1n−1 0 pnn



,

для нечетных n в виде

Pc =




p11 0 −p22 . . . pn+1

2

n+1

2

0 p22 . . . −pn+1

2

n+1

2

. . .

−p22 . . . . . . . . . −pn−1n−1

. . . −pn+1

2

n+1

2

. . . pn−1n−1 0

pn+1

2

n+1

2

. . . −pn−1n−1 0 pnn



.

Тогда обратная матрица грамиана управляемости имеет вид для четных n

P−1
c =




p̃11 0 p̃13 . . . 0
0 p̃22 . . . 0 . . .

p̃31 . . . . . . . . . p̃n−2n

. . . 0 . . . p̃n−1n−1 0
0 . . . p̃nn−2 0 p̃nn



,

для нечетных n

P−1
c =




p̃11 0 p̃13 . . . p̃1n
0 p̃22 . . . p̃2n−1 . . .

p̃31 . . . . . . . . . p̃n−2n

. . . p̃n−12 . . . p̃n−1n−1 0
p̃n1 . . . p̃nn−2 0 p̃nn



.

Назовем подобную структуру структурой обобщенной матрицей Сяо, ко-
торая наследует от матрицы Сяо (наличие нуля в тех элементах, где сум-
ма строки и столбца нечетна).

Дока з а т е л ь с т в о. В соответствии с (3.1) структура матрицы (Pc)
−1

совпадает со структурой матрицы Фаддеева R1. Последняя представляет со-
бой линейную комбинацию неотрицательных степеней матрицы Pc, которая
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представляет собой сумму мультипликаторов с нулевым пледом [11]. Пря-
мой проверкой можно убедиться в том, что любая положительная степень
“k” матрицы Pc не меняет структуру мультипликатора. Добавление к та-
кой структуре диагональной матрицы p−1

0 p1I не меняет структуру матри-
цы мультипликатора. В доказанной лемме ничего не говорится о вычислении
элементов матрицы (Pc)

−1. Эту задачу можно решить путем сведения задачи
вычисления обратной матрицы к совокупности решений n линейных систем
алгебраических уравнений с одинаковой матрицей левой части.

Те ор ем а 1. Пусть выполнены условия леммы. Тогда элементы матри-
цы обратного грамиана можно вычислить путем решения системы линей-
ных алгебраических уравнений СЛАУ вида

PcX = I,(3.3)

где матрица Pc является обобщенной матрицей Сяо. Система (3.3) сво-
дится к решению n систем линейных алгебраических уравнений СЛАУ вида

Pcxi = ei,(3.4)

где xi – столбец “i” матрицы X, а ei – единичный вектор.

Таким образом, описанный метод можно назвать гибридным, поскольку
он сочетает разложение резольвенты матрицы грамиана управляемости в ряд
Фаддеева–Леверье и метод СЛАУ. Для систем невысокой размерности он поз-
воляет получить следующие расчетные формулы для вычисления элементов
обратной матрицы грамиана в форме Сяо.

Иллюстративный пример

Приведем решения СЛАУ (3.3) для систем невысокой размерности

n = 1.

x11 = (p11)
−1.

n = 2.

x11 = (p11)
−1, x22 = (p22)

−1.

n = 3.

x11 = p33
(
p11p33 − p222

)−1
, x31 = p22

(
p11p33 − p222

)−1
,

x22 = (p22)
−1.

x13 = p22
(
p11p33 − p222

)−1
, x33 = p11

(
p11p33 − p222

)−1
,

n = 4.

x11 = p33
(
p11p33 − p222

)−1
, x31 = p22

(
p11p33 − p233

)−1

x24 = x42 = p33
(
p22p44 − p222

)−1
.
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4. Свойства матриц Сяо

Лемма 2 [25]. Рассмотрим устойчивую непрерывную стационарную ли-
нейную динамическую систему MIMO LTI с простым спектром с многими
входами и многими выходами в виде (2.1). Предположим, что система (2.1)
устойчива, полностью управляема и наблюдаема, представлена в канониче-
ской форме управляемости, матрицы A, BBT являются вещественными,
матрица A имеет простой спектр, а ее собственные числа sk, sρ различны.

Тогда справедливы следующие утверждения:

1. Матрица Pc мультипликатора в разложении Адамара грамиана управ-
ляемости является решением уравнения Ляпунова вида

APc + PcA
T = −I.

Эта матрица является матрицей Сяо и нормальной матрицей.

2. Матрица мультипликатора в разложении Адамара субграмиана управ-
ляемости Pci является решением модального уравнения Ляпунова вида

APci + PciA
T = −Iii.

3. Диагональные члены матриц мультипликатора являются положи-
тельными числами, определяемыми выражениями вида

pcii =
n∑

k=1

1
n∏

λ=1,λ6=k

(sk − sλ)
n∏

λ=1,λ=k

(−sk − sλ)

(−1)i−1s
2(i−1)
k > 0, i = 1, n.

4. Диагональные члены матриц субграмианов управляемости в форме
матриц Сяо образуют комплексные или вещественные геометрические про-
грессии в виде

pc11i = pc11i−1qi,

где начальный член pc11i =
1

n∏

λ=1,λ 6=k

(sk−sλ)
n∏

λ=1,λ=k

(−sk−sλ)
, знаменатель qi =

= −s2i , i = 1, n.

5. След матрицы Сяо является положительным числом, которое пред-
ставляет собой сумму прогрессий, образуемых диагональными членами
матриц субграмианов управляемости

trPc =

n∑

i=1

1
n∏

λ=1,λ6=k

(sk − sλ)
n∏

λ=1,λ=k

(−sk − sλ)

(s2i )
i−1

− 1

(−s2i − 1)
> 0.(4.1)

Дока з а т е л ь с т в о. Справедливость утверждения 1 следует из разложе-
нии Адамара грамиана управляемости Pc вида (2.8). В [24, 25] доказано, что
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это решение единственно и является матрицей Сяо. Из [24] (Теорема 2, след-
ствие 3) следует, что матрица мультипликатора Ω в разложении Адамара
грамиана управляемости Pc имеет вид

P (t) = Ω (t) ◦Ψ, Ω = ω(n, sk,−sk, i, j)1n×n, 1n×n =
n∑

j=1

n∑

η=1

eje
T
η ,

что доказывает первую часть утверждения 1 леммы. С другой стороны мат-
рица Сяо симметрична и вещественна, откуда вытекает ее нормальность. Для
таких матриц существует преобразование Шура, приводящее их к треуголь-
ному виду. Важно, что при этом располагаются на диагонали матриц их соб-
ственные числа [11]. Справедливость утверждения 2 следует из того, что при
выполнении условий леммы выполняется равенство

Pc =

n∑

i=1

Pci.

Диагональные члены матриц субграмианов управляемости определяются
формулами (2.8), из которых следует справедливость утверждений 1–3. По-
ложительность их суммы следует из условия полной управляемости и наблю-
даемости системы MIMO LTI (утверждение 4). Из этого условия следует, что
след матрицы Сяо является положительным числом и представляет собой
сумму прогрессий, образуемых диагональными членами матриц субграмиа-
нов управляемости. Отсюда следует справедливость формулы утверждения 5

trPc =

n∑

i=1

1

Ṅ (si)N (−si)

(s2i )
n−1

− 1

(−s2i − 1)
> 0.

Заметим, что представления спектральных разложений грамианов в форме
Адамара тесно связано с геометрической теорией управления [7]. Матрицы
мультипликаторов возникают естественным образом при рассмотрении про-
изведений Адамара и наиболее простые представления этих матриц, как по-
казано выше, появляются при использовании канонических представлений
в форме управляемости и наблюдаемости. В первую очередь при описании
матриц следует выделить значимые и нулевые элементы. Для тех и других
имеет место свойство периодичности структуры, что позволяет отнести эти
матрицы к классу псевдоганкелевых матриц. Значимые элементы всегда по-
являются на месте главных и побочных диагоналей в том случае, когда сум-
ма индексов их строки и столбца является четным числом. В свою очередь
нулевые элементы всегда появляются в главных и побочных диагоналях в
том случае, когда сумма индексов их строки и столбца является нечетным
числом. Матрицы мультипликаторов, состоящих из значимых и нулевых эле-
ментов, являются симметричными матрицами. Любая квадратная матрица, в
том числе матрица решения уравнения Ляпунова, может быть представлена
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в сепарабельной форме

P =
n∑

i=1

n∑

j=1

pij1ij,

где матрица 1ij – матрица мультипликатора, состоящая из нулей, за исклю-
чением элемента «ij», равного единице. Преобразование Адамара является
структурным преобразованием, что позволяет разделить скалярную и мат-
ричную части спектральных разложений грамианов, в которых скалярная
часть определяет матрицу мультипликаторов, а матричная часть связана с
матрицами разложения резольвенты матрицы динамики в ряд Фаддеева–
Леверье и преобразованными матрицами правых частей уравнений Ляпу-
нова. Важным свойством мультипликаторов SISO LTI систем в канониче-
ских формах управляемости и наблюдаемости является их положительная
определенность, следствием которой является положительность диагональ-
ных элементов и следа соответствующих грамианов. Их элементы зависят
только от собственных чисел матрицы динамики и ее характеристического
многочлена, которые не зависят от преобразований подобия и, следователь-
но, являются инвариантами при этих преобразованиях. В отличие от матриц
мультипликаторов SISO LTI систем, матричная часть спектральных разло-
жений MIMO LTI зависит от преобразований подобия, однако и в этом слу-
чае использование инвариантных матриц мультипликаторов позволяет по-
лучить замкнутые формулы для вычисления любых элементов матриц гра-
мианов. Из общих формул вычисления грамианов следует, что в этом случае
матрица мультипликаторов является общей для грамианов управляемости
и наблюдаемости [25]. Заметим, что матрицы мультипликаторов для SISO
LTI систем можно вычислять с помощью таблиц Рауса с использованием ко-
эффициентов характеристического уравнения, которые можно вычислить не
вычисляя собственные числа матрицы динамики. Преимуществами данного
подхода являются возможность получать замкнутые формулы для вычис-
ления прямых и обратных грамианов управляемости для SISO LTI систем и
отсутствие необходимости рассматривать спектральные разложения в случае
кратных собственных чисел [11]. Диагональные канонические формы отли-
чаются от канонических форм управляемости и наблюдаемости тем, что для
первых грамианы и субграмианы являются в общем случае комплексными
матрицами, а для вторых – действительными.

5. Спектральные разложения решений дифференциальных

уравнений Ляпунова на конечном интервале

Рассмотрим линейную стационарную непрерывную MIMO LTI динамиче-
скую систему вида (2.1). Примем, что система (2.1) устойчива, если не ого-
ворено иное, полностью управляема и наблюдаема, все собственные числа
матрицы А различны. Рассмотрим наряду с уравнением (2.1) дифференци-
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альное уравнения Ляпунова вида

dP (t)

dt
= AP (t) + P (t)AT +BBT, P (0) = 0nxn, t ∈ [0, T ] ,(5.1)

где BBT – вещественная матрица размера (n× n).

Построим решение этого уравнения используя операционное исчисление
и разложение резольвенты матрицы динамики A в ряд Фаддеева–Леверье.
Последние имеют вид [21, 22]

(Is −A)−1 =

n∑

j=0

Ajs
j[N(s)]−1, Aj =

n∑

i=j+1

aiA
i−j+1,

(Is−AT)
−1

=

n∑

j=0

AT
j s

j [N(s)]−1,

где Aj , A
T
j – матрицы Фаддеева, построенные для резольвент матриц с по-

мощью алгоритма Фаддеева–Леверье; N (s) – характеристический полином
матриц A,AT; ai – коэффициенты этого полинома.

Первый способ спектральных разложений решений дифференциальных
уравнений Сильвестра основан на известной лемме

Лемма 3 [24]. Рассмотрим решение уравнений Ляпунова на конечном
полуинтервале [0, t) ∈ [0, T ]. Предположим, что система (2.1) устойчива,
матрицы A, BBT являются вещественными, матрица A имеет простой
спектр, собственные числа sk, smρ различны, не принадлежат мнимой оси
плоскости собственных чисел, а также выполнены условия

sk + sρ 6= 0, k = 1, n; ρ = 1, n.

Преобразуем систему к диагональному виду

xd = Tx, ẋd = Adxd +Bdu, yd = Cdxd,

Ad = TAT−1, Bd = TB, Cd = CT−1, Qd = TBBTTT,

или

A =
[
u1 u2 . . . un

]



s1 0 0 0
0 s2 0 0
. . . . . . . . . . . .

0 0 . . . sn







ν∗1
ν∗2
...
ν∗n


 = TΛT−1,

где матрица T составлена из правых собственных векторов ui, а матри-
ца T−1 – из левых собственных векторов ν∗i , соответствующих собствен-
ному числу si.
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Тогда грамиан управляемости диагонализованной линейной части явля-
ется решением уравнения Ляпунова, которое определится из формулы

P c
d =

n∑

k=1

n∑

ρ=1

pcdk,ρeke
T
ρ ,

Ad = diag {. . . sk . . . } = Q1AQ
−1
1 ,

где Q1 – матрица размеров n× n.

В этом случае решение дифференциального уравнения Ляпунова на конеч-
ном полуинтервале [0, t) ∈ [0, T ] имеет вид

P c
d (t) =

[
pcdk,ρ(t)

]
,

pcdk,ρ (t) =
rcdk,ρe

(sk+ρ)t

sk + sρ
+ pcdk,ρ, pcdk,ρ = −

rcdk,ρ

sk + sρ
, rcdk,ρ = ekQ1BBT(QT

1 )e
T
ρ ,

P c (t) = Q−1
1 P d (t) (Q

T
1 )

−1
.

Второй способ решений дифференциальных уравнений Ляпунова основан
на использовании преобразования Лапласа для вычисления интеграла Ляпу-
нова и разложение резольвенты матрицы динамики в ряд Фаддеева–Леверье.

Те ор ем а 2. Рассмотрим задачу вычисления решений дифференциаль-
ных уравнений Ляпунова для MIMO LTI систем (5.1). Пусть выполнены
условия леммы 3. Тогда справедливы следующие утверждения:

Случай простого комбинационного спектра матрицы А

1. Спектральные разложения решений дифференциальных уравнений Ля-
пунова (5.1) в форме произведений Адамара для комбинационного спектра
матриц динамики имеют вид

Pjη(t) = Ωjη(t) ◦Ψjη, Ψjη = AjBBTBη,(5.2)

Pjη(t) =

n∑

k=1

n∑

ρ=1

s
j
ksρ

η

n∏
λ=1,λ6=k

(sk−sλ)
n∏

λ=1,λ6=k

(sρ−sλ)

[
e(sk+sρ)t−1

sk + sρ

]
AjBBTAT

η ,(5.3)

Ωjη (t) =

n∑

k=1

n∑

ρ=1

s
j
ksρ

η

n∏
λ=1,λ6=k

(sk − sλ)
n∏

λ=1,λ6=k

(sρ − sλ)

[
e(sk+sρ)t − 1

sk + sρ

]
eje

T
η ,

P (t) = Ω (t) ◦Ψ, Ψ =
n−1∑

j=0

n−1∑

η=0

AjBBTBη,

Ω(t) =

n∑

k=1

n∑

ρ=1

n−1∑

j=0

n−1∑

η=0

s
j
ksρ

η

n∏
λ=1,λ6=k

(sk − sλ)
n∏

λ=1,λ6=k

(sρ − sλ)

[
e(sk+sρ)t − 1

sk + sρ

]
eje

T
η .
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2. Для случая разложения решений дифференциальных уравнений Ляпу-
нова для простого спектра матрицы динамики справедливы те же формулы
(5.2)–(5.3) с другими матрицами мультипликаторов

Pjη(t) =

n∑

k=1

s
j
k(−sk)

η

n∏
λ=1,λ6=k

(sk − sλ)
n∏

λ=1,λ=ρ

(−sρ − sλ)

(
eskt − 1

)
AjBBTAT

η =

= Ω̃jη(t) ◦Ψjη,

(5.4)

Ω̃jη(t) =

n∑

k=1

s
j
k(−sk)

η

n∏
λ=1,λ6=k

(sk − sλ)
n∏

λ=1,λ=ρ

(−sρ − sλ)

(
eskt − 1

)
eje

T
η ,

Ψjη = AjBBTAT
η ,

(5.5)

P (t) = Ω̃ (t) ◦Ψ, Ψ =

n−1∑

j=0

n−1∑

η=0

AjBBTAT
η ,(5.6)

Ω(t) =

n∑

k=1

n−1∑

j=0

n−1∑

η=0

s
j
k(−sk)

η

n∏
λ=1,λ6=k

(sk − sλ)

n∏

λ=1,λ=ρ

(−sρ − sλ)
(
eskt − 1

)
eje

T
η .(5.7)

3. Эрмитова компонента спектральных разложений решений уравнений
Ляпунова имеет форму

PH(t) =
1

2
(P (t) + P ∗(t)) , PH

jη (t) =
1

2

(
Pjη(t) + P ∗

jη(t)
)
,(5.8)

где спектральные разложения матриц P,P ∗, Pjη, P
∗
jη определяются форму-

лами (5.2)–(5.7).

Случай кратного спектра матрицы А

4. Решение дифференциальных уравнений Ляпунова (5.1) в форме произ-
ведений Адамара для кратного спектра матриц динамики имеют вид

Pjη(t) = Ωjη(t) ◦Ψjη, Ψjη = AjBBTBη,(5.9)

Pjη (t) =
n−1∑

j=0

n−1∑

η=0

pcjη (t)AjBBTAT
η ,

pcjη(t) =

= L−1




s−1

n∑

δ=1

mδ∑

ρ=1

Kδρj
(−1)mδ−ρ

(mδ−ρ)!




dmδ−ρ

dsmδ−ρ




sη

n∏
λ=1,λ6=δ

(−s− sλ)
mλ






s=s−sδ




,
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Kδρj =
1

(ρ− 1)!




dρ−1

dsρ−1




sj

n∏
λ=1,λ6=δ

(−s− sλ)
mλ






s=sδ

,

Ωjη (t) = pcjη (t) eje
T
η ,

P (t) = Ω (t) ◦Ψ, Ψ =
n−1∑

j=0

n−1∑

η=0

AjBBTBη,

Ω(t) =
n−1∑

j=0

n−1∑

η=0

pcjη (t) eje
T
η .(5.10)

5. Эрмитова компонента решений уравнений Ляпунова имеет фор-
му (5.8).

Дока з а т е л ь с т в о. Решением дифференциального уравнения (5.1) яв-
ляется интеграл вида [1, 3, 25]

P (t) =

T∫

o

eAτBBTeA
Tτdτ.(5.11)

Применим к обеим частям уравнения Ляпунова преобразование Лапласа, счи-
тая начальные условия нулевыми и используя теорему о преобразовании Ла-
пласа произведения вещественных функций времени, изображение которых
представляет собой дробно-рациональную алгебраическую дробь [26]. В рас-
сматриваемом случае эта дробь содержит один нулевой полюс, а все осталь-
ные полюса простые. Используя разложение резольвенты в ряд Фаддеева–
Леверье и подставив полученные выражения в (5.11), получим изображение
разложения решения дифференциальных уравнений Ляпунова (5.1) по ком-
бинационному спектру матриц динамики в форме

P (s) =
1

s

n∑

k=1

n∑

ρ=1

n−1∑

j=0

n−1∑

η=0

−1

sk + sρ

s
j
ksρ

η

n∏
λ=1,λ6=k

(sk − sλ)
n∏

λ=1,λ6=k

(sρ − sλ)

AjBBTAT
η +

+

n∑

k=1

n∑

ρ=1

n−1∑

j=0

n−1∑

η=0

−1

sk+sρ

s
j
ksρ

η

n∏
λ=1,λ6=k

(sk−sλ)
n∏

λ=1,λ6=k

(sρ−sλ)

AjBBTAT
η

1

s−sk−sρ
.

Выполнив обратное преобразование, получим спектральное разложение ре-
шения дифференциальных уравнений Ляпунова (5.1) по комбинационному
спектру матриц динамики во временной области в форме произведений Ада-
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мара

Pjη(t) =

n∑

k=1

n∑

ρ=1

s
j
ksρ

η

n∏
λ=1,λ6=k

(sk − sλ)
n∏

λ=1,λ6=k

(sρ − sλ)

[
e(sk+sρ)t − 1

sk + sρ

]
AjBBTAT

η =

= Ωjη(t) ◦Ψjη,

Ωjη(t) =

n∑

k=1

n∑

ρ=1

s
j
ksρ

η

n∏
λ=1,λ6=k

(sk − sλ)
n∏

λ=1,λ6=k

(sρ − sλ)

[
e(sk+sρ)t − 1

sk + sρ
eje

T
η

]
,

Ψjη = AjBBTAT
η ,

P (t) = Ω (t) ◦Ψ, Ψ =
n−1∑

j=0

n−1∑

η=0

AjBBTAT
η ,(5.12)

Ω(t) =

n∑

k=1

n∑

ρ=1

n−1∑

j=0

n−1∑

η=0

s
j
ksρ

η

n∏
λ=1,λ6=k

(sk − sλ)
n∏

λ=1,λ6=k

(sρ − sλ)

[
e(sk+sρ)t − 1

sk + sρ

]
eje

T
η .

Равенство (5.12) выражает спектральное разложение решений дифференци-
альных уравнений Ляпунова по комбинационному спектру матрицы. Это до-
казывает первое утверждение теоремы.

Используя тождество

n∑

k=1

n∑

ρ=1

−1

sk+ sρ

s
j
ksρ

η

n∏
λ=1,λ6=k

(sk− sλ)
n∏

λ=1,λ6=k

(sρ − sλ)

≡

n∑

k=1

s
j
k(−sk)

η

Ṅ (sk)N (−sk)
,(5.13)

получим аналогичные разложения по простому спектру матрицы A

Pjη (t) =

n∑

k=1

s
j
k(−sk)

η

n∏
λ=1,λ6=k

(sk − sλ)
n∏

λ=1,λ=ρ

(−sρ − sλ)

(eskt − 1)AjBBTAT
η =

= Ωjη (t) ◦Ψjη,

Ωjη(t) =
n∑

k=1

s
j
k(−sk)

η

n∏
λ=1,λ6=k

(sk−sλ)
n∏

λ=1,λ=ρ

(−sρ−sλ)

(eskt−1)eje
T
η , Ψjη =AjBBTAT

η ,

P (t) = Ω (t) ◦Ψ, Ψ =
n−1∑

j=0

n−1∑

η=0

AjBBTAT
η ,

Ω(t) =

n∑

k=1

n−1∑

j=0

n−1∑

η=0

s
j
k(−sk)

η

n∏
λ=1,λ6=k

(sk − sλ)
n∏

λ=1,λ=ρ

(−sρ − sλ)

(eskt − 1)eje
T
η .
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Полученные разложения доказывают второе утверждение теоремы. Третье
утверждение следует из утверждений 1 и 2.

Для доказательства утверждения 4 заметим прежде всего, что использова-
ние спектральных разложений по комбинационному спектру матрицы дина-
мики приводит к громоздким выражениям, чего и не требуют формулировки
утверждения 4, которые относятся к спектральным разложениям по кратно-
му спектру матрицы динамики, основанному на спектрах прямой и дуальной
антиустойчивой систем.

Сначала покажем, что вычисление интеграла Ляпунова вида (5.7) имеет
особенности в случае кратных корней характеристического уравнения мат-
рицы динамики. В силу свойств разложения резольвенты в ряд Фаддеева–
Леверье получим выражения

(Is−A)−1 =
n−1∑

j=0

Ajs
j

N(s)
, (Is−AT)

−1
=

n−1∑

j=0

AT
j s

j

N(s)
.

В соответствии с формулой обратного преобразования Лапласа для дробно-
рациональной функции имеем

L−1
n−1∑

j=0

Ajs
j

N(s)
=

n∑

δ=1

mδ∑

ρ=1

Kδρjt
mδ−ρesδt,

Kδρj =
1

(ρ− 1)!




dρ−1

dsρ−1




n−1∑
j=0

Ajs
j

n∏
λ=1,λ6=δ

(s− sλ)
mλ






s=sδ

.

Вычислим изображение интеграла Ляпунова, используя полученные выра-
жения и теорему об изображении произведения двух дробно-рациональных
функций времени, когда одно из перемножаемых изображений имеет крат-
ные полюса [26]

L[PC (t)] = L





n−1∑

j=0

n−1∑

η=0

[pcjη (t)] eje
T
η



 =(5.14)

= s−1





n−1∑

j=0

n−1∑

η=0

n∑

δ=1

mδ∑

ρ=1

Kδρj
(−1)mδ−ρ

(mδ −ρ)!



dmδ−ρ

dsmδ−ρ




sη

n∏
λ=1,λ6=δ

(−s− sλ)
mλ






s=s−sδ




×

×AjBBTAT
η ,

Kδρj =
1

(ρ− 1)!




dρ−1

dsρ−1




sj

n∏
λ=1,λ6=δ

(−s− sλ)
mλ







s=sδ

.
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Отсюда следуют формулы

Ωjη (t) = pcjη (t) eje
T
η ,

P (t) = Ω (t) ◦Ψ, Ψ =

n−1∑

j=0

n−1∑

η=0

AjBBTBη,

Ω(t) =

n−1∑

j=0

n−1∑

η=0

pcjη (t) eje
T
η .(5.15)

Равенство (5.14) выражает спектральное разложение решений уравнений Ля-
пунова по кратному спектру матрицы A. Рассмотрим важный частный слу-
чай непрерывных линейных стационарных SISO (с одним входом и одним
выходом) LTI систем, представленных уравнениями состояния в канониче-
ских формах управляемости и наблюдаемости. В этом случае грамианы
управляемости и наблюдаемости в форме Адамара определяются формула-
ми (2.6), (2.7)

PF
cjη(t) = PF

ojη(t) =

n∑

k=1

s
j
k(−sk)

η

n∏
λ=1,λ6=k

(sk − sλ)
n∏

λ=1,λ=k

(−sk − sλ)

(eskt − 1)eje
T
η ,

Ω̃jη(t) =

n∑

k=1

s
j
k(−sk)

η

n∏
λ=1,λ6=k

(sk − sλ)
n∏

λ=1,λ=k

(−sk − sλ)

(eskt − 1), Ψjη = eje
T
η ,

PF
c (t) = Ω̃(t) ◦Ψ, Ψ =

n−1∑

j=0

n−1∑

η=0

eje
T
η ,

Ω̃(t) =

n∑

k=1

n−1∑

j=0

n−1∑

η=0

s
j
k(−sk)

η

n∏
λ=1,λ6=k

(sk − sλ)
n∏

λ=1,λ=k

(−sk − sλ)

(eskt − 1)eje
T
η .

Мультипликатор конечного субграмиана управляемости прямо пропорцио-
нален вычету передаточной функции системы, умноженной на значение пере-
даточной функции антиустойчивой системы при подстановке в нее значения
корня sk [27].

Сл ед с т в и е 1. Пусть выполнены условия теоремы 2. Тогда предел на
бесконечности спектральных разложений решений дифференциальных урав-
нений Ляпунова (2.3) в форме произведений Адамара для кратного спектра
матриц динамики имеют вид

Pjη (∞) =
n−1∑

j=0

n−1∑

η=0

pcjη (∞)AjBBTAT
η ,

Ωjη (∞) = pcjη (∞) eje
T
η ,
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pcjη (∞) =





n∑

δ=1

mδ∑

ρ=1

Kδρj
(−1)mδ−ρ

(mδ − ρ)!




dmδ−ρ

dsmδ−ρ




sη

n∏
λ=1,λ6=δ

(−s− sλ)
mλ






s=−sδ





,

P (∞) = Ω (∞) ◦Ψ, Ψ =

n−1∑

j=0

n−1∑

η=0

AjBBTBη,

Ω(∞) =

n−1∑

j=0

n−1∑

η=0

pcjη (∞) eje
T
η .

Дока з а т е л ь с т в о. Перейдем к пределу на бесконечности в выраже-
нии (5.14). В соответствии с теоремой о конечном значении имеем

pcjη (∞) =





n∑

δ=1

mδ∑

ρ=1

Kδρj
(−1)mδ−ρ

(mδ − ρ)!




dmδ−ρ

dsmδ−ρ




sη

n∏
λ=1,λ6=δ

(−s− sλ)
mλ






s=−sδ





,

Pjη (∞) =

n−1∑

j=0

n−1∑

η=0

pcjη (∞)AjBBTAT
η ,

Ωjη (∞) = pcjη (∞) eje
T
η .

Отсюда следуют выражения предела на бесконечности спектральных разло-
жений решений дифференциальных уравнений Ляпунова (3.3) в форме про-
изведений Адамара

P (∞) = Ω (∞) ◦Ψ, Ψ =

n−1∑

j=0

n−1∑

η=0

AjBBTBη,

Ω(∞) =
n−1∑

j=0

n−1∑

η=0

pcjη (∞) eje
T
η .

Получены формулы спектральных разложений решений алгебраических
уравнений Ляпунова в форме произведений Адамара для кратных собствен-
ных чисел.

Сл ед с т в и е 2. Рассмотрим линейную стационарную непрерывную
MIMO LTI динамическую систему вида (2.1). Примем, что система (2.1)
устойчива, если не оговорено иное, полностью управляема и наблюдае-
ма, все собственные числа матрицы А различны. Рассмотрим наряду с
уравнением (2.1) дифференциальное уравнения Ляпунова вида

dP (t)

dt
= ATP (t) + P (t)A+ СTС, P (0) = 0n×n, t ∈ [0, T ] ,(5.16)

где CTC – вещественная матрица размера n× n.
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Тогда спектральное разложение конечного грамиана наблюдаемости в
форме произведений Адамара имеет вид формул (5.2)–(5.8), (5.9)–(5.10), в
которых матрица AjBBTAT

η заменена на матрицу AT
j СTСAη. Мультипли-

каторы конечных грамианов управляемости и наблюдаемости совпадают на
полуинтервале [0, t) ∈ [0, T ] . Утверждения 3 и 4 совпадают. Доказатель-
ство следствия 2 с учетом сделанной замены совпадает с доказательством
следствия 1.

Сл ед с т в и е 3. Рассмотрим линейную стационарную непрерывную
MIMO LTI динамическую систему вида (2.1). Пусть выполнены условия
леммы 2 и следствия 2 и определены бесконечные грамианы управляемо-
сти Pc и наблюдаемости Po. Предположим, что спектры сингулярных
чисел матриц грамианов σi простые. Выполним преобразование переменных
системы (2.1) с матрицами Tc2 и To2 вида

xcd = Tc2x, xod = To2x,

при которых грамианы приобретают диагональный вид

Tc2Pc T−1
c2 = Pcd, Pcd = diag

{
σc1 σc2 . . . σcn

}
,(5.17)

To2Pc T−1
o2 = Pod, Pod = diag

{
σo1 σo2 . . . σon

}
,(5.18)

где Tc2 – матрица, составленная из правых собственных векторов грами-
ана Pc, а T−1

c2 – матрица, составленная из левых собственных векторов
грамиана Pc, To2 – матрица, составленная из правых собственных векторов
грамиана Po, а T−1

o2 – матрица, составленная из левых собственных векто-
ров грамиана Po.

Тогда справедливы следующие спектральные разложения:

trPcd =

n∑

i=1

σci, trPod =

n∑

i=1

σoi,

trP−1
cd =

[
p−1
c0 pc1

n∑

i=1

1

Ṅc(σci)
+ p−1

c0 pc2

n∑

i=1

σci

Ṅc(σci)
+ . . .

. . .+ p−1
c0

n∑

i=1

σn−1
ci

Ṅc(σci)

]
> 0,

trP−1
od =

[
p−1
o0 po1

n∑

i=1

1

Ṅo (σci)
+ p−1

o0 po2

n∑

i=1

σoi

Ṅo (σoi)
+ . . .

. . .+ p−1
o0

n∑

i=1

σn−1
oi

Ṅo (σoi)

]
> 0,

(5.19)

Дока з а т е л ь с т в о. Докажем утверждения для случая грамианов управ-
ляемости.
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Разложение резольвенты грамиана управляемости Pcd в ряд Фаддеева–
Леверье имеет вид

(Iσ − Pcd )−1 =

n∑

i=1

Pcd,n−1 σn−1
ci + · · ·+ Pcd,1σci + Pcd,0

Ṅc(σci)

1

σ − σi
,(5.20)

в котором Pcdj – матрицы Фаддеева для разложения грамиана, вычисляемые
с помощью алгоритма Фаддеева–Леверье в виде

Pcdj = pсd,j+1I + pсdj+2Pcd + · · ·+ P
n−j−1
cd ,

где pсdj – коэффициенты характеристического уравнения матрицы грамиана
управляемости Pcd. В силу диагональности матриц Pcd матрицу Pcdj можно
записать в виде

Pcdj =




n−1∑

j=0

pсd,n−jσ
j
cd1 0 . . . 0

0

n−1∑

j=0

pсd,n−jσ
j
cd2 . . . . . .

. . . . . . . . . . . .

0 . . . . . .

n−1∑

j=0

pсd,n−jσ
j
cdn




.(5.21)

Из (3.2) получаем

P−1
cd = −p−1

cd0R1 = p−1
cd0[−pcd1I − pcd2Pcd − . . .−Pn−1

cd ].

Отсюда следует

trP−1
cd =

[
p−1
c0 pc1

n∑

i=1

1

Ṅc (σci)
+ p−1

c0 pc2

n∑

i=1

σci

Ṅc (σci)
+ · · ·+ p−1

c0

n∑

i=1

σn−1
ci

Ṅc (σci)

]
.

Это доказывает первое утверждение следствия. Положительность следа вы-
текает из положительности сингулярных чисел σсi. Исходный грамиан управ-
ляемости определяется из формулы

Pc = T−1
c2 PcdTc2.(5.22)

Доказательство утверждения для случая грамианов наблюдаемости повторя-
ет утверждения для случая грамианов управляемости.

Рассмотрим непрерывные линейных стационарные SISO (с одним входом и
одним выходом) LTI системы, представленных уравнениями состояния в ка-
нонических формах управляемости и наблюдаемости. Первый этап преобра-
зования уравнений вида (2.1) в каноническую форму управляемости состоит
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в преобразовании системы вида (2.1)

x = RF
c xc,

ẋc (t) = AF
c xc (t) + bFc u (t) , xc (0)= 0, yFc (t) = cFc xc (t) , k= 0, 1, 2, . . . ,

AF
c =




0 1 0 . . . 0
0 0 1 . . . 0
0 0 0 . . . 0
0 0 0 . . . 1
−a0 −a1 −a2 . . . −an−1



, bFc =

[
0 0 . . . 0 1

]T
.

Грамианы управляемости на этом этапе являются матрицами Сяо и имеют
вид

PF
c =

n∑

k=1

n−1∑

η=0

n−1∑

j=0

s
j
k(−sk)

η

Ṅ (sk)N (−sk)
1j+1η+1.

Сл ед с т в и е 4. В некоторых случаях необходимо выполнить преобразо-
вание полученных уравнений состояния в новую форму, которая преобразует
грамианы управляемости в диагональный вид

xd = Tdxс, ẋd = Pcdxd, Pcd = diag
{
σc1 σc2 . . . σcn

}
.

Новые переменные связаны с переменными исходной системы уравнением

xd = Tdxс = Td(R
F
c )

−1x.(5.23)

Отсюда следует, что матрица преобразования подобия T на втором этапе
равна

T = Td(R
F
c )

−1.

Очевидно, что грамианы управляемости исходной и преобразованной систем
и их обратные грамианы связаны соотношениями

Pc = T−1Pcd(T
−1)

T
= RF

c T
−1
dc Pcd(T

−1
dc )

T
(RF

c )
T
,

P−1
c = T−1P−1

cd (T−1)
T
= RF

c T
−1
dc P−1

cd (T−1
dc )

T
(RF

c )
T
.

6. Формулы спектральных разложений

некоторых энергетических метрик

У тв е ржд е ни е. Рассмотрим MIMO LTI системы (2.1) в канонической
форме управляемости. Предположим, что эти системы устойчивы, мат-
рицы А, В являются вещественными, имеют простой спектр, их собствен-
ные числа sk, sρ различны, не принадлежат мнимой оси плоскости соб-
ственных чисел и выполнены условия

sk + sρ 6= 0, k = 1, n; ρ = 1, n1; sρ, sρ ∈ spec A.
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Тогда справедливы следующие разложения энергетических метрик грамиа-
нов управляемости по спектру матрицы динамики A

1. Vol ǫx = cn

√√√√√Det



n−1∑

j=0

n−1∑

η=0

n∑

k=1

ω (n, sk, j, η )AjBBT(Aη)
T


,

cn =
πn/2

Γ(n2 + 1)
.

2. Vol ǫy = cn

√√√√√Det



n−1∑

j=0

n−1∑

η=0

n∑

k=1

ω (n, sk, j, η )CAjBBT(Aη)
TCT


,

cn =
πn/2

Γ(n2 + 1)
.

3. tr Pc = ω (n, sk, 0, 0) tr
[
A0BBT(A0)

T
]
+

+ ω (n, sk, 1, 1) tr
[
A1BBT(A1)

T
]
+ . . .

· · ·+ ω (n, sk, n− 1, n− 1) tr
[
An−1BBT(An−1)

T
]
.

4. SISO LTI : trPF
c = ω (n, sk, 0, 0) + ω (n, sk, 1, 1) + . . .

· · · + ω (n, sk, n− 1, n − 1) .

5. Ein =
1

2
xTP−1cx,(6.1)

P−1
c =

n∑

i=1

Pcd,n−1σ
n−1
ci + · · ·+ Pcd,1σci + Pcd,0

Ṅc(σci)

1

σci
,

Pcdj = p
сd,j+1I + p

сd,j+2Pcd + · · ·+ P
n−j−1
cd .

6. Eout =
1

2
xTP0x,(6.2)

MIMO LTI : P0 =




n∑

k=1

n−1∑

η=0

n−1∑

j=0

s
j
k(−sk)

η

Ṅ(sk)N(−sk)
1j+1η+1


◦



n−1∑

j=0

n−1∑

η=0

AjBBTBη


,

SISO LTI : PF
0 =

n∑

k=1

n−1∑

η=0

n−1∑

j=0

s
j
k(−sk)

η

Ṅ (sk)N (−sk)
1j+1η+1.

7. Индекс центральности энергетических метрик управляемости непре-
рывных многосвязных стационарных систем JCE

JCE = trPc =
n∑

i=1

1

Ṅ (si)N (−si)

(s2i )
i−1

− 1

(−s2i − 1)
.(6.3)
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8. Средняя минимальная энергия [19]

Eavmin =
1

n

[
p−1
c0 pc1

n∑

i=1

1

Ṅc(σci)
+p−1

c0 pc2

n∑

i=1

σci

Ṅc(σci)
+ · · · + p−1

c0

n∑

i=1

σn−1
ci

Ṅc(σci)

]
.

Дока з а т е л ь с т в о у т в е ржд е ния. Разложения 1 и 2 следуют из из-
вестных формул для вычисления объема эллипсоида притяжения [6] в кото-
рые подставлены выражения спектральных разложений грамианов управляе-
мости и наблюдаемости. В таком виде формулы позволяют оценивать влия-
ние собственных чисел матрицы динамики на объем эллипсоида притяже-
ния. Утверждение 3 следуют из формул (5.6) и (5.7). Разложение 4 следует
из формул (2.6) и (2.7). Справедливость разложения 5 о степени достижимо-
сти сети (6.1) следует из [3], формул (5.19) и (5.21) следствия 3. Справедли-
вость разложения 6 следует из [3], формул (5.6) и (5.7) теоремы 2. Индексы
центральности энергетических метрик управляемости отдельных мод непре-
рывных многосвязных стационарных систем JCE,, как показано выше, можно
определить через след матрицы Сяо. Последний является суммой геометри-
ческих прогрессий отдельных мод в соответствии с формулой (4.1) леммы 2.
Разложение 8 следует из [19] и формулы (5.19) следствия 3. Заметим, что мат-
рицы Сяо играют главную роль при вычислении большинства энергетических
метрик, рассматриваемых выше. Энергетические метрики играют важную
роль при анализе устойчивости линейных систем. Формулы (6.2), (6.3) пока-
зывают отрицательную синергию взаимодействия слабоустойчивых мод: чем
ближе отдельные моды друг другу, тем большая энергия аккумулируется в
группе мод, тем ближе система к границе устойчивости. Классический крите-
рий степени устойчивости, основанный на расстоянии от ближайшего корня
характеристического уравнения до мнимой оси, не обнаруживает подобной
синергии.

7. Заключение

Применение преобразований уравнений состояния в канонические формы
управляемости и наблюдаемости позволило упростить формулы спектраль-
ных разложений матриц грамианов. В статье в качестве спектров рассмат-
риваются как спектры матрицы динамики системы, так и спектры сингуляр-
ных чисел грамианов. В статье получены новые спектральные и структурные
разложения конечных грамианов в форме Адамара для решений алгебраи-
ческих и дифференциальных уравнений Ляпунова линейных стационарных
многосвязных систем с многими входами и многими выходами, в том числе
и для случая кратных корней характеристического уравнения системы. При
этом скалярная часть произведений Адамара зависит от времени, а матрич-
ная часть зависит от матриц Фаддеева в разложении резольвенты матрицы
динамики и правых частей уравнений Ляпунова. Показано, что скалярная
функция мультипликатора является инвариантом при преобразованиях по-
добия и при этом сильно зависит от разности собственных чисел матрицы
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динамики и их кратности. Она формирует основные энергетические метри-
ки базового энергетического баланса системы. Матричная часть произведе-
ний Адамара формирует весовые коэффициенты в спектральном разложении
квадрата H2-нормы передаточной функции матрицы динамики. Полученные
результаты обобщены для класса динамических сетей. В этом случае боль-
шую роль играют конечные грамианы, являющиеся решением дифференци-
альных матричных уравнений Ляпунова. Формулы (2.1)–(2.8) дают ключ к
решению оптимизационной задачи (2.3) и добавляют возможность контроля
текущих запасов устойчивости. Степень устойчивости сети определяется с
помощью энергетической метрики квадрата H2-нормы передаточной функ-
ции матрицы динамики, что дает возможность не только установить факт
диссипативности переходных процессов, но и исследовать степень их зату-
хания для слабоустойчивых колебательных систем или систем с кратными
корнями характеристического уравнения [26]. Степень управляемости (до-
стижимости) сети связана с минимальной энергией, что позволяет ввести в
рассмотрение новые метрики энергоэффективности управления в виде квад-
ратичной формы, образованной ее обратным грамианом управляемости, по-
лучаемого с помощью спектральных разложений. Большое внимание уделе-
но инвариантным энергетическим метрикам, образуемым с помощью матриц
Сяо. В работе использованы известные энергетические метрики динамиче-
ских сетей и разработаны методы и алгоритмы их спектральных разложений
в качестве дополнительного инструмента для их анализа и оптимизации. По-
лученные результаты могут быть использованы для проектирования систем
модального управления и решения задач оптимального размещения датчиков
и исполнительных устройств в системах управления.
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